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El retcxlo de los elenentos finitos surgió hace l'!'ás de -
veinticinco años (1), caro resp..¡esta para la resolución de nn -
prd:lla:a estructuraL Desde entonces su progreso ha sido extraer 
dinario, constituyendo actuaJ.n-ente una :in¡:ortante herramienta pa 
ra el estudio de proolanas de camp::lS matarátioos, que permiten =-
I!Odelar una gran variedad de situaciones fisicas. Los fundamen-
tos mat:ar.§tioos del rréto:l.o han sioo bien establecidos (2), y nu-
rrerosas variaciones y planteamientos son posibles: tkcnicas de 
las fnnciones pesantes (Galerkin, colocación, etc. ) , procedirnien 
tos sanianalitioos (barrlas finitas, lajas y prisras finitos, --
etc.) , asi caro el conocido rrétodo de los elenentos de contorno, 
son algunos ejerrplos de las I1tllrei'osas posibilidades existentes. 
Una revisi6n de las mismas puede verse en (3). Aquf, se presenta 
una aplicación muy concreta al trazado de carreteras, que puede 
ser de interés en algunos casos espec.ífioos caro en el tratamien 
to del proolema de optimización. 
2 • PLJI.NI'F..AMll DEL POOBI.EW\ 
Desde un punto de vista matarático el trazado en planta 
del eje de una carretera puede establecerse caro sigue: 
Se conocen las coordenadas globales de N puntos, P . (x . ,:;_) 
ordenados segGn la dirección de avance en el eje. ~ ~ 
El problema consiste en determinar una curva que pase -
por los citados p.mtos y sea continua, y m§.s aún, con pen:l.iente 
y OJIVatura continuas. Esta curva podrá satisfacer, adenás una 
serie de corrliciones adicionales de "contorno", en el sentido, 
de :inponer perrlientes en los p.mtos de entrada, salida o inter-
I!Edios, o bien valores de las curvaturas en algunos de estos pun 
tos arbitrarios Pi. -
se denani.na i, al segnento que une los dos pnntos, Pi y 
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y P i+1 • 8egíln la figura se puede escribir: 
~ = 1/2 V<xi+l- xi)2 + (yi+l- yi)2 
i. 1 
Figura 1. Poligonal. 
A la a.u:va que se busca, y =y (x) , que pasa por los pun-
tos P. y es continua c2, se le :inpone la oondici6n siguiente de 
"suavtzado": 
y (x) minimiza la funcional j , (1) 
En OOnde la .integral curvilinea se ertiende a y=y(x)1 ds 
es la diferencial de aroo y R el radio de curvatura ("*). 
Caro es conocido, la tácni.ca de los elerentos finitos -
permite resolver el prrolema (1), mediante la expresión de 
y = y (x) <XJOO uni6n de funciones a trozos. En este caso, son vá 
lidas las siguientes oonsideraciones: -
se adoptan para el segmento i, P 1P . + 1 , los ejes de COCl!: denadas adimensiooal.es (F;,n), indicaclos ~ en la figura 2 y 
que se relacionan oon los glcba.l.es rrediante las expresiones: 
1 xi + xi+1 1 Yi + Yi+1 
F; = r.<x - 2 )cosa.i + r:-<Y - 2 )senai 
1 1 
rorA("*): La funcicnal a minimizar expres¡rja por la f&mula (1) re 
--- presenta Gnicamente una posibilidad entre nuchas. otras-
fonnulaciones de la funcional podrían incluir derivados 
de la curvatura indicadoras del nivel de cc:m:xtidad del -
usurario. La generalizaci6n a estos casos es directa. -
ver (7). 
@. 1 ,. 
(- 1, o) ( 1 ,0) 
Figura 2. Elemento genéTico. 
y cuya transformación inversa, es: 
X. + xi+l ~ 
+ li (f; senai) X = 2 cosai - n 
= 
yi + yi+l 
+ li ( f; + senai) y 2 sen ni n 
(3) 
Como es usual en el m~todo de los elementos fi-
nitos, la curva y = y(x) que se desea conocer, puede -
expresarse dentro del tramo PiPi+l' en la siguiente -
forma: 
n (Nl' Ñl' N2' Ñ2) el 
el (4) 
e2 
c2 
en donde ea, e (a= 1,2) son las pendientes y curvatu-
ra del punto aa(primero o segundo) correspondientes a 
i e i+l respectivamente en el caso de la figura nA 2. 
Se ha introducido, como se comprueba, una numeración -
local en el segmento P.Pi+l" Las funciones N~, Ña -
(a = 1 , 2) corresponden ~ a 1 as funciones d. e in ter-
polación o de forma, y se adoptan normalmente polino-
mios de la acscisa ¡:;. 
Con objeto de linealizar el problema, se supone 
que los puntos P.¡.+l est&n los suficientemente próxi-
mos para que la ~urvatura pueda expresarse por la deri 
vada segunda de la abscisa respecto a la ordenada, es-
decir, se admite la aproximación: 
e = 
es decir, se supone 
{5) 
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En este caso, las funciones de interpolaci6n -
son los polinomios herm!ticos de quinto orden: 
N1 = 1/16(5 - 7~ - 6~ 2 + 10~ 3 + ~ 4 - 3~ 5 ) 
N2 =-1/16(5 + 7~- 6~ 2 - 10~ 3 + ~ 4 + 3~5) 
Ñ1 1/16(1- ~- 2~ 2 + 2~3 + ~4 ~5) 
1/16(1 + ~ - 2~ 2 
(6) 
Se comprueba que estas funciones de interpola-
ci6n satisfacen las igualdades: 
N1 (-1) O ,N1 (1) = O 
dN11 
""df" ~=-1 1 
dN1 1 O 
d~ ~= 1 
o 
N2 (-1) O,N2 (1) =O 
dN21 
""dt" ~=o-1 o 
dN21 1 
d~ ~= 1 
9 2 (-1) = O,Ñ2 <1) 
dÑ21 
""df" ~=-1 o 
dÑ21 
= o d~ ~= 1 
d2Ñ 1 d~22 ~=-1 o 
~1 1 d~ ~= 1 
o 
Estas prq>iedades t!picas de las funciooes de fonna, per 
mitan su deteminaci6n anal!tica. Se representan en la figura 3 . 
•• 
"• 
h 
1 
1 
"· 
- ~ f· ·· 1· • ¡ 
~~ 
"· 
1 =====-= 
1 
Figura 3. Funciones de interpolación. 
La ecuaci6n ( 4) se puede escribir en la siguiente fonna -
nás oonveniente: 
n = (!!! ~) 
CXIl 
N*:: (N , Ñ ) 
-a a a 
d = [:: l = [¡d'l J -a d~ a 2 (!!..!!.) (a= 1,2) df;2 a 
Las condiciones de continuidad a o.mplir, san de tipo c2 , 
es decir, la prinera y seguOOa. derivadas respecto a unos m:i.sJtos 
ejes deben de ser igUales en los nu3os oonsiderados CCilO extre-
ncs de los elerentos oontigoos. Es decir, segfin la figura 4 se 
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~escribir: 
i-1 i 
e2 - m1 = e1 + mi = >.i (derivadas prilreras) 
1 ci-1 - 1 ci = ¡i (derivadas seguroas) 
li-1 2 - If 1 
(8) 
siendo: 
Figure 4 . Condiciones de continuidad. 
ej , cj sa1 la pendiente y ccr\ratura del ertrer.o del tra 
DO j. (aa= 1~2; j = i-l,i). -
Los parlmetros >. y '): , deben de elegirse de rrcdo que -
la funcional (1) sea m!ltiiña., aes decir: 
2 I 2 i 
E= E(y) = 1/2/(4) 2ds = 1/21:&1+ /(~) 2dt (9) dx i at 
i -----en dalde n con:espoode a la flecha en el intervalo P P.+ , dada 
por la expresi6n (4) e 1 es el núnero de tranDS (i~ a lN-1 en 
el caso de una poligooal abierta) • 
k = ¡1 
-a,B -1 
[
N" N" 
et B Ñ" N" 
(! ll 
N" Ñ"] d~ Ct ll Ñ" Ñ" 
Ct ll 
natriz de dinensi6n (2x2) y en donde se indica por dcble acento 
la derivada segunda respecto a ~. 
Las ruq:>resicnes de las matrices k, una vez realizadas las 
integraciones, son: -
~11 = 1/35 [ 96 
11 1~] 
~12 = 1/35 [ s: -1] 
~22 = 1/35 [ 96 
-11 -1~] 
T ~21 = ~12 
Se supone, en principio que los valores m. son nulos, es 
decir que se ClllPle: ~ 
CXll"l: 
e~-1 = ei = >.i 
Por lo tanto se obtiene: 
iT iT i 
E2 = 1/2 \ u1 u2 ) ~11 
i ~21 
1.!1 Ñ" N" d~ ~ -1 Ct ll 
~~2] ¡~~ l 
~22 E-2 
1.!
1 
N" Ñ" d~ 1 ~ -1 Ct ll 
2 1 - -
lif -l Net NB d~ J 
~ = [~:] del extrerro n, (a= 1, 2), del trarro i 
ui =u 
-1 -i-1 
i =u ~ -i 
Resulta, eno:mtes, que la funcional (9) se transforma en: 
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E= I il1 Ei 
CUyo míninu se alcanza para las =ndiciones: 
~=o 
au
1 
i = 1,2 .•• N(nudos) 
y se obtiene el sistema: 
1 ~11 1 ~12 o o o ~1 o 
1 ~21 1 2 ~22 +~11 2 ~12 o o ~ 
o 2 ~21 2 3 ~22 + ~11 o o 
o o (lO) 
o o 
'1 1 o ~12 ~22 !!1+1 
que =rresporrle a la situaci6n de pcligona1 abierta usual en la 
práctica de carreteras (N= 1+1). 
Evidentemente, la soluci6n del sistema lineal de ecuacio 
nes (10), =n 2N inc6gnitas, es trivial: !!i = O para todo i, qUe 
=rrespcnde a una recta. 
Se introducen unas distorsiones en cada trarro i, de valor 
en sus extrenos: 
=n lo que resultan los 
rígido" en cada trarro: 
[~ij [kil p2 k21 
=n: 
i 
[ 4Tioi l ~10 
i [ :i+l] ~20 
E! ¡~¡ l 
"esfuerzos iniciales o de atp:Jtramiento 
las cantidades duales a la perdiente y curvatura. (o.= 1,2). 
De esta forma, resulta el sistena final de ea.1aciones li 
neales, que pennite detenninar las inc6gnitas !!· 
1 1 
k11 k12 
1 
k21 
1 2 
k22 +k11 
o 2 k21 
o 
2 
k12 
2 3 
k2 +k11 
o !!¡ 
o ~ 
1 2 
E.2 +E.¡ 
o 2 3 E.2 +E.¡ 
I I 
k22 ~+1 E.2 
(11) 
cxm 1 = N-1, el ntinero de tramos y N el nGrrero de nu:los de la -
¡;oligooal. 
Resuelto el sistana (11), se deducen los valores Q.e la -
penjiente y curvatura en los extrenos de cada trano i, (a~,ci) 
y werliante las ecuaciones de interpolaci6n (4) y las de ~aRs­
fomaci6n (3), las coordenadas (x,y) de los distintos puntos de 
la curva y =y (x) soluci6n. 
4. FJn.lPins DE APLICACIW 
Con oojeto de <Xllprobar la ap:rax:iJTaci6n que se alcanzaría 
cxm la utilizacioo del nétodo, se estu:lian un oonjunto de casos 
1lllY sin¡>les. 
En los seis prirreros, los datos corresponden a las coor-
denadas (x. , y . ) de cuatro puntos P. situados en una circunferen 
cia de radio R = 100, y separados efitre sí ángulos iguales -
o.1 = o.2 = o.3 =a (figura 5) (*). 
Se analizan los resultados correspondientes a la perdien 
te a1 y a la curvatura c 1 , en cada uno de los p..mtos Pi, deduci dos mediante el rrétodo ae los elementos finitos y los valores 
oorres¡;orrlientes a la circunferencia. A efectos de oonocer la -
sensibilidad. rn.mé"ica del cálculo, se han o:msiderado sucesivos 
valores del ángulo de separaci6n entre p..mtos, con o. = 5°, 10°, 
15°, 20°, 30°. Tarrt>i&t se ha estudiado el caso de los ángulos -
de separaci6n distintos: a1 = 10° 1 a2 = 20°, a1 = 30°. La ccmpara-
ci6n de los resultados se resmen en la tabla l. 
NJI'A(*): Tcrnbién se especifican en alguros casos las pendientes 
y/o curvaturas en los puntos de entrada y salida, es -
decir, en los puntos P 1 y P 4 respecti varrente. 
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De la inspección de la misma se deduce que los resultados 
son pr§.cticarrente =incidentes con los valores correspondientes 
a la circunferencia cuardo se especifican los valores de la cur-
vatura y pendiente en los puntos de entrada y salida, incluso en 
R= 100 
Figura 5. Ejemplos de aplicación. 
la si tuaci6n de ángulos elE!V'ados de separación entre ~tos o:m-
secutivos (hasta 30° en ángulos iguales y 10°, 20°, 30°, en el -
caso de ángulos desiguales). Esta misma consideración sigue sien 
do válida cuando ünicamente se considera especifica la alinea--
ci6n (perdiente) en los ~tos ext.raros. Por el CX>ntrario, si se 
dejan o:::J:ll>letamente libres los valores de la curvatura y pendien 
te en la entrada y salida de la circunferencia, los resultados = 
difieren con los exactos. La explicaci6n de este hecho debe en--
centrarse en que es p:>sible hallar una curva que pase por los -
cuatro ~tos y produzca en la funcional {1) un valor nenor que 
la circular prE!V'ista. 
otro caso, que ¡::emd te representar una si tuaci6n nás real 
que la anterior, corresporxie al in:licado en la figura 6, que ~ 
de simular un carrbio de curvatura en planta de un trazado. A - -
efectos ilustrativos, se supone que la transici6n se lleva a ca-
:bo mediante dos clotoides de par&netros A= 100 y lon;itud 100 -
C.6.~C 1 ' !t 
~. ')tr:' e o:-: ::; oc '='"X ro•, 
Lj !.t. r Bi~ U H. l>H 'Y.! OC 
•¡ ·~, :~ , ... ~- l~')l7 •),,_.~1~.(( 
_. - :: : ~ ~: 1('( ~ ~:1{.(.~ ="'· ::.r 
CLt,oc: .~..,~ 
L'L{K; 
.~ .. ~ 
- ........ !. -
Figufa 6. Ejemplo de a.,lica~ión. 
cada una, cx:m:::> se indica en la figura 6. Se conocen cx:m:::> datos 
las coordenadas (x. , y. ) alineación (e . ) y curvatura e . de los 
puntos extrerros P 1 ~y P 4 . las coord~ de dos punto§ in~ dios P 2 y P , son as!roisro datos. Estos dos puntos interiores 
se eligen al azar, situados sobre la curva de transición, con 
oojeto de ~rcbar la borilad del rretodo en situaciones extre-
mas. 
En particular se han estudiado cinco casos en los que la 
situación de cada ptmto viene definida por su distancia en desa 
rrollo sobre la curva al punto de entrada. -
Los resultados obtenidos se representan en la Tabla 2, -
as1 cx:m:::> su cx:Jtparaci6n con los valores de la clotoide. Se can-
prueba, <X1ID era previsible dado el escaso nG!rero de puntos in-
termedios, ciertas discrepancias entre ambos valores, que se -
amiroran sensiblarente cuando los puntos intennedios elegidos 
se sittian en las oe.rcan1as del pmto singular de la alineación 
(inflexión o encuentro entre clotoides) , <X1ID es el caso 5. 
Con cbjeto de canproba.r la invluencia del nGmero de pun-
tos intennedios en la bordad de los resultados, se procede a -
realizar un cálculo análogo al anterior pero oonsiderando abo-
CASO 
l. t ~: 
' • 
n ?l 
' • 
f>t.t '"' 
l)])) 
'• 
,.~t.-
' • 
~ov oc 
:o: t~ 
b~ u )~ ) .;t 
9': "'= !il::: 
:· : ':C " ~ ()( 
1)) H ·~! ( . 
1~:x 10C X 
., 
- ,-
1 
1 
lt)" 
. --------- -- -+ 
Figura 7. Ejemplo de aplicación. 
ra seis p.mtos cuya situación viene indicada en la figura 7. Los 
resultados se muestran en la tabla 3, cbservándose una rrejor1a -
sensible en la concordancia de resultados. 
En conclusión se ~rende que mediante el rrétodo de los 
elementos finitos, la alineación de puntos (x. ,y., e. ,e.) permi-
te definir univocarrente la traza del eje, de ilod6 qGe ~sta sea 
continua, con pendiente y curvaturas oontinuas y que mínimice -
una funcional de suavizado adecuada, del tipo de la ecuación (1) 
(*). De este nodo, no es necesario incluir tipos especiales de 
curvas (rectas, c1rculos, clotoides, etc.) para definir un eje; 
es suficiente expresarlo <X1ID una serie de p.mtos (x. ,yi) de~ 
so, oon restricciones adicionales (ya sea en alineaciones o CUE_ 
N:Yl'A(*): Es posible, <X1ID se ha indicado, generalizar la funcio 
nal (1) mediante adición de tá:minos que incluyan deri 
vadas de distinto orden. A estos efecots, ~e verse-
el reciente articulo de Irons, que trata del misro te-
ma, si bien desde otra perspectiva (7) . 
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vaturas especificadas). Todos los p.mtos del eje ~rerrlidos -
entre dos nudos consecutivos base, p..leden ser det.enninados me-
diante las funciones de interpolaci6n o de forma (6) de la téc 
nica nU'I'érica de elarentos finitos, curo se acaba de irrlicar --
Evidenterrente, en el caso de que las o:xmienadas de algti 
nos p.mtos base P. no se conozcan previamente, si bien se en---
cuentren lirnit.adat dentro de una zona o intervalo de validez , 
es posible su cálculo rred.iante rrétodos de falsa posici6n o di-
rectarrente por programaci6n matanática no lineal. 
5. EXTENSIONES DEL MEroOO 
Se crnprerrle que la técnica que se acaba de describir -
puede ser exterrlida a casos más ccmplejos, que incluyan oondi-
ciones de perrliente y curvatura especificadas en uro o varios 
puntos de la poligonal. El procalimiento es Im.lY sillple, y es -
exactamente igual que en las situaciones estructurales, en don 
de se introducen condiciones de oontorno de una forma autaráti 
ca y general para cálculo rred.iante cc:uq::.utador- A este respectO, 
es interesante la consulta (4). En particular, es posible la -
utilizaci6n de programas generales de cálculo de estructuras, 
caro el STRESS, STRUDL, SAP, etc. , en el tratamiento de estos 
casos. 
Evidentemente, el tratamiento simultáneo de la planta y 
alzado se puede llevar a cabo siguierrlo lineas paralelas a las 
irrlicadas. En este caso el funcional a minimi.zar podr:ía ser: 
(12) 
En donde 1/R y 1/1' oorresponde."l a las curvaturas princi 
pal de flexión y tcrsi6n , le un parruretro que se puede especi-= 
ficar de acuerdo con las condiciones de servicialidad de la ca 
rretera. Puede a su vez, y probablemente es má.s crlecuado, des-= 
componerse la funcional anterior (12) en la siguiente: 
q,{l/~ + J.t~ + J.~/I'}dS 
=n I}¡ y IV las curvaturas en los planos horizontal y vertical 
de la curva alabeada del eje. 
Por últilro, si bien su aplicación al trazado de carrete-
ras es uás rerroto, puede utilizarse =n éxito el nétcdo de los 
elerrentos finitos, en las líneas anteriornente indicadas, a la 
representaci6n de superficies (por ejemplo el terreno), quepa 
sando por un oonjunto de puntos p ' (x . 'y. , z . ) , se encuentren con 
dicionados por unos requerimiento§ d~ cantfuuidad sinple, que = 
incluya la prin'era derivérla hasta la curvatura. El aspecto uás 
inportante del método de los elarentos finitos, en estos, CXIJ"O 
en otros problanas, está constituido por la selección de las -
funciones de forma o interpolaci6n, puesto que el ensamblaje y 
resoluci6n del sistema de ecuaciones (11) es standard y se en-
cuentra programado en todos prcgramas rra.triciales generales de 
estructuras, por ejemplo: (SAP, STRUDL, ANSYS, NASTRAN, etc.)-
Por ello, a título irrlicativo, se representa en la figura 8 una 
posibilidad de elarento e que podría ser utilizado en estos -
problemas de representaci~n de superficies muy suaves y conti-
nuas. En el caso que solarrente se exigiera la continuidad de las 
pen::lientes, la selecci6n de elarentos triangulares y conforrres, 
es imensa, y corresponden a todos los elanentos conformes de -
flexión de placas, que pueden verse en la literatura especiali-
zooa, en particular las recientes publicaciones (5) y (6). 
6 • OJNCLUSIONES 
El rrétodo de los elanentos finitos constituye una herra-
mienta de discretizaci6n de proolemas continuos. La aplicaci6n 
a la soluci6n de los problemas de los más diversos campos de la 
Ciencia y Técnica es inpresionante. Aquí se ha I!Ostrado rredian-
te un eje:rrplo muy si.nple, las posibilidades que encierra en el 
estudio del trazado de carreteras. 
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